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J. 

Lorsqu’ou veut determiner les lots du mouvement de la chaleur 
dans une barre heterogene, place'e dans un milieu entretenu a o°, on 
tombe sur l’equation aux differences partielles 



Dans cette equation qui doit servir a determiner la temperature u de 
chaque point en fouction du temps t et de 1’abscisse x de ce point . 
les trois lettres g , k, l representent respectivement la chaleur speci- 
fique, la conductibilite interieure et le pouvoir emissif: et, puisque la 
barre est heterogene , on doit les regarder , non corame des constantes. 
mais comme des quantites variables donnees pour chaque valeur de x 
Si les abscisses des deux extremites de la barre sont x et X, on a do 
plus deux conditions definies de la forme 
du , 

^ — nu = o pour x ■ = x , 

^ + H u = o pour x — X , 

V- 



J LlLl F.T 1 830. 
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h et H etant des constantes qui peuvent avoir des valeurs quelconques 
depuis o jusqu’a •+■ oo . Enfin , on doit avoir 

(3) u = f[pc) pour t = o, 

f(x) etant une fonction arbitraire qui represente l’etat initial des 
temperatures et qui satisfait aux deux conditions 

— hf{x) = o pour .r = x, 

+ H f{x) = o pour x — X, 

lesquelles se deduisent, en posant t = o, des equations ( 2 ) que nous 
avons regardees corame ayant lieu pour la valeur generale de u dont 
f[x) n’est qu’un cas particulier. 

Pour former la valeur de u qui satisfait a l'e'quation ( 1 ) et aux con- 
ditions definies ( 2 ) et (3), on est conduit a developper la fonction 
f(x) (pour toutes les valeurs de x comprises entre x et X) en une 
se'rie dont les termes successifs different l’un de l’autre par un para- 
metre r et ont la propriete de satisfaire a la fois a l’equation different 
tielle generale 



et aux conditions particulieres , 
dV 

^ — h\ — o pour x = x , 

^ + HV = o pour x = X. 

On peut voir, dans l’ouvrage de M. Poisson sur la chaleur, comment 
on est porte, par la marche meme du calcul , a admettre la possibilite 
de ce developpement pour une fonction quelconque f(x ); mais jus- 
qu’a ce jour il a paru difficile detablir cette possibilite directement et 
d’une maniere rigoureuse. Je me propose de donner ici une methode 
tres simple pour y parvenir. Je considere en elle-meme la serie par 
laquelle les ge'ometres ont represent^ le developpement de f(x) dont 
il est question : sans rien supposer a priori sur l’origine de cette se'rie 
ni sur sa nature, j’en cherche la valeur, et je trouve que cette valeur 
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est precisement f{pc), du moins lorsque la variables est comprise 
entre les limites x et X. 

II. 


Soientg, k, L trois fonctions positives donnees en nombres finis 
pour chaque valeur de x comprise entre x et X : nous supposerons que 
les deux premieres restent constamment > o; mais la derniere pourra 
etre nulle, soit pour quelques valeurs particulieres de x , soit meme 
dans toule Petendue des valeurs de cette variable. Soient encore h et H 
deux constantes qui peuvent avoir toutes les valeurs possibles depuis 
o jusqu’a 4“ & • 

En adoptant pour le nombre r une valeur convenable, on peut tou- 
jours trouver une fonction V qui ne devienne identiquement nulle 
pouraucune valeur determinee de r, x restant indeterminee(*),et qui 


(*i On peut exprhner V en serie convergente. Pour cela soit k' ce que devient 
k quand x = x : repre'sentons par p a , p, , p 2 . une suite de quantites 

/ •r dx r x 

— j (l — gr)p m dx : pre- 

/ x doc 

— , et faisons p a -f p , -\-p ± n(a:, r). La 


valeur de V qui satisfait a la fois a l’e'quation indefinie (A) ct aux conditions deli - 
nies (B) sera Y = n(;r, r), r de'signant une quelconque des racines de l’e'quation 


(C) 


dn(X, r) 

dX 


+ 


Hn (X, r) 


o. 


Pour x — x , on a V = i , — = h , quel que soit r : la fonction V 11’est done 

identiquement nulle pour aucune valeur de r, x restant indeterminee. Cela pose, 
les racines de l’equation (C) seront toutes inegales, comnie M. Sturm l’a de'montre 
a la page de ce volume : il pourrait n’en etre plus de merne si l’on employaii 
(et cela est arrive quelquefois) une valeur de V susceptible de devenir identique- 
inent uulle pour certaines valeurs de'termine'es de r. 

Quand on a II = + oo , la seconde des equations (B) e'tant divise'e par H se re- 
duit a V = o pour a:=:X, et semblablement l’e'quation (C) se reduit ii 
n(X, r) = o. Du reste, la valeur de V demeure la meme que ci-dessus. Mais cette 
valeur change de forme quand on a h — -\-cc: dans cette nouvelle hypothese, 
la premiere des equations (B) devient V = o pour x — x; et, si l’on veut continuer 

dx 

— , sans 

33 .. 
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satisfasse a la fois a 1’equation differentielle indefinie 



et aux conditions particulieres , 

( S — AV = ° p° ur x = 

( B ) 

| -f- HV = o pour x — X. 

Cette fonction comme on vient de le voir, se presente utilement 
dans la theorie de la ehaleur; mais nous la considerons ici en elle- 
meme, abstraction faite de son usage dans les problemes de physique 
matliematique. 

Pour que les conditions (B) soient satisfaites, il faut que le para- 
metre r soit choisi parmi les racincs d’une certaine equation transcen- 
dante. Nous representerons cette equation par 

(C) <ztr(r) = o. 

Cela pose, notre but dans ce memoire , est de trouver directement et 
par un procede rigoureux la valeur de la serie 



dans laquelle le signe 2 s’etend a toutes les valeurs de r qui salisfont a 
l’equation (C). Quelle que soit la fonction f(x)(*), nous montrerons 


alterer d’ailleurs la relation etablie entrep m et p m+l . Cela e'tant, on a, pour 
dV 

x — x , — — i , valeur ditferenle de zero : par consequent il n’existe aucune 


valeur de r qui rende V identiquement nulle , et des lors , d’apres la demonstra- 
tion deja cite'e de M. Sturm, I’cquation (C) n'a que des racincs iue'gales. 

(*) Les fonctions que nous considerons dans ce memoire [et la fonction f{x) en 
particular] peuvent changer de forme ou d’expression analytique dans l’etendue 
des valeurs de la variable ; mais , aux points oil elles changent de forme , nous ad- 
mettrons toujours qu’elles ne possedent qu’une seule valeur. D’apres cette restric- 
tion qui nous est commune avec M. Poisson (voyez la page 173 de son grand 
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que la serie en question a precisement fix') pour valeur, du moins 
lorsque la variable x est comprise entre les limites x, X. 

HI. 

Mais avant d'entrer en matiere, il fatit rappel er quelques proprietes 
vemarquables dont jouissent et la fonclioti V et les racines de lequa- 
tion (C). 

i°. Les racines de l’equation(C)sont, en nombre infini, toutes reelles 
et inegales : la plus petite de ces racines pent etre nulle ou > o ; les 
autres sont >o. Nous les designerons desormais r„ t\, r 3 , . . ,r„. . . 

et nous les supposerons rangees par ordre de grandeur, en sorte que 
l’on ait r, < r 3 «< r 3 . . . < r m . Nous representerons aussi par 

V,(a?) , \ % (x), \ 3 (x) , . . ,\ m {x),. . . Y„(.r) . les diverses valeurs que 
prend la fonction Y lorsqu’on y pose successivement r=r,, r = t \ , 

r ^ ’3 y * ♦ • ^ ■— I'm f • • • ^ 5 • • • 

2 0 . Si l’on considere les valeurs de Y relatives a deux racines diffe- 
rentes r m , r n , l’inte’grale definie prise de x = x a du produit de 

ces deux valeurs par gdx est toujours e'gale a zero, de maniere que 
l’on a 

J’*gX m (x)\ a {x)dx = o, 

toutes les fois que la difference r m — r n est autre que zero. 

5°. La fonction V ne devient jamais infinie, et elle ne peut changer 
de signe qu’en passant par la valeur zero. L’etude des proprietes 
des racines de l’equation Y=o, dans laquelle on regarde x comme 
l’inconnue, est tres interessante. Si l’on considere cedes des ra- 
cines des equations V l (a:)=o, V a (x) = o, V 3 (x)=o, . . . V B (jr)=o, . . . 
qui sont comprises entre x et X (abstraction faite des racines xz=\, 
x=X, qui dans certains cas existent) on demontre que la premiere 
de ces equations est impossible, que la seconde possede une seule ra- 
cine , que la troisieme en possede deux, et ainsi de suite, en sorte 


ouvvage sur la Chaleur), si l’on construit la ligne representee par I’equation 
j — - J\x), cette ligne aura uue seule ordonne'e en cliaeun des points dejonction de 
deux parties conjuguees; elle pourra avoir deux tangentes oudeux rayons decoiu- 
bure differents appartenant a ces deux parlies. 
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que la fonction V, (x) ne s'evanouit jamais, et que la fonction 
Y m (x) sevanouit (m — i ) fois pour des valeurs de x > x et < X. 

4°. Les (m — i) racines > x et < X de Tequation Y m (x) — o sont 
inegales entre elles, et de plus comprises entre les m racines de 1’e'qua- 
t ion suivatite : V m+I (a:)=o, Ainsi la fonction Y,(x) est la seule qui ne 
change jamais de signe lorsque x croit d’une maniere continue de x 
a X : la fonction Y m (x) change [in — t) fois de signe dans le meme 
intervalle. 

5°. Si Ton designe par A m , A m+I , . . . A„, des constantes qui ne soient 
pas toutes nulles, et si I’on pose 

AJfJx) + A m ^,V m+1 (x) +. . .-4- A.Y^x) = 1r(x), 

la fonction ¥(jc) ne sera jamais identiquement nulle , et Tequation 
'f'(ac) = o aura (m — i) racines au moins et ( n — i) racines au plus 
entre \ et X. Dans Tenoned de ce theoreme, chaque racine multiple 
de Tequation ¥ (x) = o ( lorsque cette equation a des racines mul- 
tiples) doit etre comptee autant de fois qu elle entre dans Tequation : 
ainsi les racines doubles doivent etre comptees deux fois, les racines 
triples trois fois, etc. 

On sait comment M. Poisson s’est servi de Tequation 

a' = o, 

pour pr ouver la realite de toutes les racines de Tequation (C). Les autre? 
proprietes des racines r,, / a , r 3 , . . . ont ete decouvertes et demontrees en 
rigueur par M. Sturm (*). Considerees en elles-memes et independam- 
ment de lours applications, ces proprietes sont deja tres elegantes : 
Tiisage que nous allons en fairc leur donnera peut-etre plus de prix 
encore aux yeux des geometres. 


(*; On prendra une idee des metliodes employees par M. Sturm en lisant son 
Mr moire sur I’integralien des Equations differentielles lineaires du second ordre 
••oj-ez page 106 de ce volume). Mais la demonstration complete du 5 e theoreme 
(dont nous allons surtout faire usage) n’a ete donnee par l’auteur que dans un 
Memoire sur i integration des equations aux differences partielles encore inedit 
et dont il nous a promis d’enricliir ce journal. 
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IV. 

Nous nous servirons d’abord des theoremes contenus dans le numero 
precedent, pour etablir quelques lemmes preliminaires dont nous au- 
rons besoin plus tard. 

Lemme i' r . i S oient a, b, c,... des grandeurs inegales comprises 
entre x et X. Posons 

V,(a)V.(x) - V.(«)V,(x) = P,(x), 

V.(rt)V 3 (x) ~ V 3 [a)\,(x) = P 3 (x), 


\,(a)V m (x) — \ m (a)\\(x) — P„,(x), 


puis 

P.fflP.M - P.WP.W = Q,(x), 

- P.WP.W = Q.W, 


P.(6)P»W - P.(i)P.W = S)Jx), 


puis encore 

Qs(e-) Q 4 (x) — Q 4 (c) Q,(x) ss R 4 (x) , 
Q 3 (c)Q 5 (^) _ Qs^QsW = R S C^), 


Q 3 (^)Q^) ~ Q»(OQ»(*) = R m (x), 


e* amsi de suite. Je dis que, si Von se borne a considerer les valeurs da 
x > x et <X, la Jonction P a (x) s’evanouira pour x—a et seule- 
ment pour x — a : la fonction Q 3 (x) s’evanouira pour xz=a, x—b et 
seulement pour x—a, x — b ; la fonction Ii 4 (,r) s’evanouira pour 
x — a, x — b, x—c, et seulement pour x—a, x=b , x=c , et 
ainsi des autres. De plus , toutes ces fonctions P 3 (x) Q 3 (•*■) , 
R 4 ( x ) , . . . changeront de signe chaque fois qu’elles s’evanouiront. 

D’abord on se rappelle que la fonction Y,(x) ne peut jamais devenir 
nulle quand x est > x et < X. 

La fonction P s (x) se ramene a la forme A,V,(x) -j-A a V 3 (x) en po- 
sant A, = — V.(a), A a =V,(a), et le coefficient A„ n’est pas mil. 
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Done par le o' theoreme du n° TH, cette fonction ne peut s’anuuller 
plus d’une fois quand x est >■ x et < X, et il est d’ailleurs evident 
qu elle devient nolle quand x=a. En vertu du merae theoreme, la 
racine a ne peut etre qu’une racine simple : par consequent , la fonc- 
tiou P/jc) doit changer de signe en meme temps qu’elle s’evanouit. Les 
fonctions P 3 (.r) , P 4 (.r ), . . . ne jouissent pas necessairemeut des raemes 
proprietes que P a (.r) : elles s’annullent, il est vrai pour x — a, mais 
la racine a peut etre multiple, et des racines autres que a, quoique 
comprises entre x et X, peuvent satisfaire aux equations P 3 (.r) = o , 
P A (x) = o , 

La fonction Q 3 Lr) s’annulle evidemment pour x — b, elle s’annulle 
aussi pour x = a puisque Ton a TJa)=o, P 3 (a) = o. Or, en rempla- 
cant P.(x-) et P 3 (.x) par leurs valours, la fonction Q 3 (x)prend la forme 
A.V.f.r) -f- AiV/ar) -f- A 3 V 3 (jc) et le coefficient A 3 nest pas nul puis- 
qu’on le trouve egal a P*(/>) V,(rt) : done pour des valeurs de x > x et 
<X, Q 3 x) ne peut s’evanouir plus de deux fois : done on a bieti 
Q 3 (x) = o pour x = a, x = b , et seulement pour x—a, x=b : de 
plus les racines a et b ne peuvent etre que des racines simples, ce qui 
oblige la fonction Q 3 Gr) a changer de signe chaque fois qu’elle s’eva- 
nouit. Les fonctions Q 4 (x) , Q s (x ) , . . . deviennent nulles pour x = a 
et x — !)■, mais elles ne jouissent pas ne'cessairement des autres 
proprietes demontrees pour Q 3 (.r). 

La fonction R 4 (x) s’annulle evidemment pour x= c : elle s’annulle 
aussi pour x~a et x= b , car il est aise de voir que Ton a Q 3 (Vz)=:o, 
Q/J>) — o , Q 4 («) — o , Q 4 (7>) = o. Or, en remplacant Q 3 (x) et Q 4 (x), 
puis P/.'c) , P 3 (.r), P 4 (x) par leurs valeurs, celle de R 4 (x) prend la 
forme A,V,(x) + A a V a (jr) + A 3 V 3 i'.r)-f- A 4 V 4 (;r), A 4 ajant la valeur 
suivante Q S V) ’,(<?) qui ne peut pas etre nulle. Done lequation 
R,/x)=o ne peut avoir entre les limites x, X aucune racine diffe- 
rente de a , b , c , et de plus ces trois racines doivent etre simples, en 
sorte que R 4 (.r) changera de signe en s’evanouissant. 

11 est clair que Ton pourra continuer indeliuiment cette demons- 
tration. 

('ovollnirc. Les (in — i) lettres a, h , c , . . . representant toujours 
des quantiles i negates < x et > X, on peut de'terminer les constantes 
t\. , A, , A ; , . . . A. n , de telle maniere que la fonction 
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^(x) = A,V, (x) -f- KVfx) -f- A 3 V 3 (.r) 4-.,. -4 A m V m (.x) , 

sans etre identiquement nulle, devienne e'gale a zero pour x = a, 
xz=b, x = c,... En effet, si Ton a m = 2, il suffira de prendre 
4 (,r) = P,(r) : si I’on a m = 3 , il suffira de prendre 4 (x) — Q 3 (x) ; 
si Ton a m = 4, il suffira de prendre 4 (.r) = R 4 (.r) ; et ainsi de 
suite. 

La fonction 4 (x) etant ainsi delermine'e, l’equation '¥(x)—o ne 
peut avoir que (in — 1) racines au plus ( 5 C theoreme du n° III) : or, les 
quantite's a, b,c,. . . sont par hypothese au nombre de (in — 1) : on voit 
done, comme nous l’avons deja fait observer, 1". que les racines de 
l’equation 4 ( x ) = o sont toutes inegales et comprises dans la seric 
a, b, c,... i°. que par suite la fonction 4 (x) change de signe 
chaque fois qu’elle s’evanouit. II est bien entendu que la variable x 
ne sort pas des limites x, X. 

Lkmme 2 e . Soil <p (x) une fonction de x : si l 1 equation 

(a.) / <p(x) Vdx — o 

a Lieu en remplaqant r par une quelconque des racines de V equation (C), 
je dis que Ton a necessairement <p(x) = 0, de x — x a x = X. 

D’abord, si la fonction <p(x), sans etre identiquement nulle, con- 
servait toujours le meme signe depuis x — x jusqua a: = X, l’equa- 
tion (a.) serait absurde , car en posant r . — / , on aurait 

J* cp(x)Y,(x)dx = O, 

et cela ne se peut, puisque la fonction V,(j?) ne change pas non plus 
de signe entre les limites x=x , x = X. 

Supposons maintenaut que lorsqu’on fait croltre x de x a X, <p(x) 
change de signe (m — 1) fois, el soient a, b,c t . . . les (in — 1) valeurs 
de .r pour lesquelles ce changement s’effectue. En faisant successive- 
ment r=r,, r = r a , . . .r— r m , dans l’equation (a.), on en deduira m 
equations nouvelles que Ton pourra ajouter membre a membre apres 
les avoir multipliees respectivement par les constantes A, , A,,. ,A m . 
En posant 

A,V,(*) + A,V.(*) 4 -. • •+ A m V m (a?) = *(*), 

.1 ii likt i836. ^4 
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on trouvera ainsi 

<p(x) ¥ (x)dx — o. 

Mais, d’apres le corollaire du lemme i er , on peut determiner les 
constantes A,, A t , . . ,A mf de telle maniere qne la fonction 'P(^r) change 
de signe toutes les fois que x atteint et depasse infiniment peu une 

des (m — i) valeurs a, b, c, et ne change de signe pour au- 

cune autre valeur de x. En adoptani les valeurs de A„ A„ . . . A m , qui 
produisent cet effet, lelement <p(x) x)dx conservera toujours le 
meme signe dans toute 1 etendue de l’integration, et par consequent, 

on ne pourra pas avoir f* <p(x) V(x)dx = o , a moins qu’on n’ait 

aussi <p(^r) = o, du moins pour les valeurs de x comprises entre x 
et X. 

V. 

Mainteuant nous pouvons resoudre le probleme qui fait l’objet spe- 
cial de ce memoire. 

Phobleme. Trouver la valeur de la se'rie 


jv J gVf(*)‘l*l 
2 1 />•* 1 

dans laquelle le signe 2 s’etend a toutes les valeurs de r qui sent 
racines de l equation (C). L.a variable x est comprise entre x el X , 
et la fonction f(x) est donnee arbitrairement entre ces limites. 

En representant par F(.r) la valeur cherchee et remplacant le signe 
2 par la serie qu’il represente , on a 


F(*) = 


V,W /, sN '^f^ dx Y ^ x ]f x gV,{x)f{x)dx 




-h 


dx 


/ gV,(xydx 


+ 


V m (x) j" gY m {x) f {x)dx 

...+ < -f-. 


/>■ 


(x)'dx 


Je multiplie lesdeux menabres par g\ m (x)dx et j’integre ensuite par 
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rapport a x en prenant x et X pour les limites de l’integrale. Puis- 
que pour deux indices m et n differents, on a 

gV n {x)dx = o, 

cette integration fera disparaitre tous les termes du second membre a 
1’exception d’un seul , et Ton aura 

F{x)dx s f* g\ m {x)f{x)dx , 

d’ou Ton fire 

J? g[F(-*0 ~ /(•*)] V - (*)dx = o. 

Cette egalite devant avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de l’in- 
dice m et la fonction g etant constamment > o, il resulte du lemme 2 " 
que, pour toutes les valeurs de x comprises entre x et X , on doit 
avoir F(jc) — f{x)=o, d’ou Y{x)=f(x). La valeur cherche'e de la se- 
rie est done f{oc), entre ces limites de la variable, ce qui s’accorde avec 
le resultat que les geometres ont obtenu par d’autres me'thodes moins 
directes et moins rigoureuses que la notre. 

D’apres les equations de condition (B), qui sont remplies pour la 
fonction V , la valeur F (. x ) de la serie 

(V 

I J'^gV'dx | 

satisfait aux egaliles 

— - hF(x) — o pour x ~ x , 

^ 2 ^ + HF(ar) = o pour x = X; 

si done on veut que l’egalite F(x) = f(x) soit exacte aux limite.v 
memes x = x, x ■= X, il faudra regarder la fonction f{x) cornnu 
assujettie aux deux conditions 

~ hf(x) = o pour x sa x , 

—J~ + H / 0 P our x = X > 

que nous avons admises en effet au n° I. 


34.. 
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Nous croyons devoir ajouter a la demonstration precedente quel- 
rjues remarques qui ne seront pas sans interet. 

Par un raisonnement semblable a celui dont nous nous sommes 
servis pour demontrer le 2' lemme du n° IV, on peut encore etablir 
la proposition suivante : Si Vequation 

0 3 ) f'*[<p[x)\dx = o 

a lieu en remplacant r par une quelconque des racines r„ r„, . . . jusqu a 
r n , je dis que lafonction change de signe au moins fois , 

lorsquon jait croitre x depuis x jusqu a X. En effet, supposons, s’il 
est possible, que la fonction <p(x), dans eet intervalle, change de signe 
(m — 1) fois seulement, m etant <^n, et soit (comme au n° IV) 'P(.r) 
une fonction dc la forme A,V,(x) + A,V a (.r)-f-. • . + A m V m (.r), qui 
change de signe aussi ( m — 1) fois et pour les memes valeurs que <p(x), 
le produit ${xy¥(x)dx ne cliangera jamais de signe , et par suite on 
ne pourra pas avoir 

/t <p{x)^(x)dx = o, 

ce qui re'sulte pourtant de l’equation )(/ 3 j en y posant successive- 
ment r=r t , r — r a , . . . r=r mf puis ajoutant membre a membreles 
equations ainsi oblenues, apres les avoir multipliees par les facteurs 
respectifs A, , A a . . ,A m . II est done absurde d’admettre que la fonc- 
tion cp(x) s’annulle (m — 1) fois seulement, nzetant < n : ce qui de- 
montre la proposition enonce'e. 

Dcsignons par a n la somme des n premiers termes de la serie 

„ S V f* gVf(x)dxj 

l p* y%dx j 

dont on n’a pas besoiu de supposer que la somme soit connue. Pour 
un indice m egal ou inferieur a n , nous obtiendrons immediatement 

f* g<r u Y m {x)dx = f* g\Jx)j{x)dx , 



PURES ET APPLIQUEES. ^65 

ou , ce qui est la merae chose , 

(y) j* gf,\ T .(x)dx = o, 

f, representant la difference f(x) — O',. En comparanl cette equation 
a l’equation (jS), on conclut de la proposition qui vient d’etre de- 
montree, que la quantite p n s’annulle au moins (« — i) fois lorsque x 
croit depuis x jusqua X. 

Soit Q une fonction quelconque de la forme A ,¥,(>) -{-A, V,(.r) 
+ . . . .-f-A.V a (x) (ce qui comprend comme cas particulier la fonc- 
tion c„). En posant dans l’equation (y) successivement r=r„ /•=/-,, . . . 
>•=/'„ , puis ajoutant les equations ainsi obtenues, apres les avoir mul- 
tiplies par A„ A,,. ...A„ona: 

P gp.Qr*r = o; 

ce qui , en posant Q=<r B , devient : 

P gfn<iJx=o- 

Maintenant multiplions par gc n dx et integrons entre les limites x, X 
les deux membres de liquation f(x) — 7 u -\~p m , puis effacons le 

terme p gf n T n dx, qui est egal a zero; nous obtieudrons ainsi 

P g*nf(x)dx— P g<r K *dx : 

nous obtiendrons une autre formule plus remarquable encore, savoir, 

pgf( x Y dx = pg(?*‘+ f') dx > 

en multipliant par gdx et integrant le carre f 

Cette demiere formule nous prouve que l’integrale J** gd B dx, quelque 
grand qu’on prenne l’indice n, ne peut jamais avoir une valeur nume- 
riquesuperieure a la limite^ gf(x) h dx avec laquelle elle coincide 
lorsque «= oc. 



